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Wie Bllipse, Hyperbel und Parabel zu ihrem Jamen kamen und
alnige allgemeine Bemerkungen zum Thema "Kegelschnitte®” ia
Unterricht

Hans-Christian Reichel, Universitdt ¥Wien

§ 1. BEinleitung (Kegelschnitte im Mathematikunterricht (MU) -
ein kurzer Uberblick)

§ 2. Historiasches iber Kegelschnitte; Namensgebung

§ 3. Bine Bemerkung liber Koordinaten und Koordinatensysteme -
Ursprung und kulturhistorische Auswirkungen

§ 1. Binleitung (Kegelschnitte im MU - ain kurzer Uberblick):

Dis Xegelachnitte (Kreis, Bllipse, Hyperbsl, Parabel und aua-
gaarteste Formen wia 2.B, kreuzends Gerade u.a.) gehdran in
gialfacher Hinsicht zu den interessantesten Objekten der
xlasaischen Mathematik. Und 28 ist traurig, a8 asle als sigen—-
3t4ndige 9%udisnobjekte im MU u.a. durch Lehrplaniindarungen
offanbar mshr oder nlnder zurickgedringt werden und wurden,

Tagalachnitta Sreten im MU unter den wvarwschiadenstian Jjewalls
in alch "geschlossenen” Gesichtspunkten ia 3racheimurg, dis
alnsrasita jeder fUr sich von Jedeutung aind, und wo andesrer-
selta gorada in dan Querverbindungen und ¥sechselwirkurgen

hasondars reizvolla Themen liegen:
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(I) In der rHumlichen Geometrie

troten sie als die Jchnittkurven zwischen Bbenen (in allen denk-
baran Lagen) und einem (beliabig &egebenen, sich ins Unendliche
erstreckenden Doppelkegel (Rotationskegel) auf.
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Aus dieser Sicht wird z.B. deutlich,

(1) Wie Kegelschnitte etwa als Schattenlinien einer Kreislinie
bel punktfdrmiger Beleuchtung auftreten kdnnen, vor allem
aber

(2) wie Je zwel Kegelschnitte (durch eine gogenannte pro jektive
Transformation) ineinander ubergefihrt werden kdnnen. Da-
durch entsteht eine "einheitliche Behandlung" aller Kegol=-
achnitt-Typen. (Weiter unten werden wir eine weitere ein-
heitliche, aber planimetrische Betrachtungsweise kennen-
lernen, die ebenfalls bereits aus der Antike kommt,

Die 8ichtweise der rHumlichen Geometrie erlaubt es, eine Fllle

von XKegelschnitt-Eigenschaften bequem herzuleiten, bzw, besser

zu verstehen, (3tichworte etwa: Dandelinsche Kugeln, Veran-
achaulichung projektiver Eigenschaften, "Fernpunkte" von

Kegelachnitten u.a.m,)




(II) In der ebenen Geometrie

kdnnen die Kegelschnitte als Kurven mit jeweils ganz bestiomten
Bigenschaften (Besonderheiten) definiert und (vergleichend) be-
handelt werden., Biwa ala Ortslinien, wie aie sowohl zur
Definition als auch zur punktweisen Kongtruktion herangezogen

werden konnen., - Zur Erinnerung:

Ellipse bzw. Hyperbel: Menge aller Punkte P, wo die 3umme
(Differenz) der Entfernungen d(P,F1) und d(P,PZ) zu zwel festen
Punkten F,,F, (den "Brennpunkten") konstant (=2a) ist.

Parabel: ienge aller Punkte P, deren Zntfernung zu einem fesaten
Punkt F, dem "Brennpunkt" gleich der zu einer festen Linie 1,
der "Leitlinie" ist. Aus diesen und anderen planimetrischen
Bigenschaften, die sich z.B., auf "Leitkreise", "Leitlinien®,
Tangenten, gewisse kinetisch-mechanische Gesichtspunkte u.a,.

beziehen, ergeben sich dann ja auch einige "Anwendungen®, wie
sie frither in der Unterstufe mehr oder minder ausfithrlich be-
handelt wurden. (Beispielsweise Fig. 2a,b)

'Y
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(Hoblspiagal, ebc.)
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Hier spielt dann auch der geometrisch konstruktive (und wohl
auch anschaulich "wohlgefallende") Aspekt die wesentliche Rolla,

dem ich z.B. auch aua didaxtischer 3icht groSen YWert belmeussas,

der aber mear und mehr vernachlissigt zu werdea achaint, (3tiche
worta 3.3, "Produktives Arbeiten”, "Genauigkait®, "Ausdauver®, *Zrowuda*,
Hathetiache Gesichtspunkte, alles Lehrziele, die zerade auch
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vom neuen Lehrplan angesprochen werden!)

(III) Die Kegelschnitte als einfachste Beispisle der nichtlinearen
analytischen Geometrie:

"Uberraschenderveise" treten nidmlich die Kegelschnitte in der

x-y-Ebene genau als die Nullstellenmengen der Polynome 2, Grades

pi(x,y) = ax2+bxy + cy2 +dx+ey+f auf. M,a.W.: als

Schaubilder der durch p(x,y) =0 (implizit) definierten Funktionen

y=1f(x)., Da8 sich

tatslichlich alle y

Kegelschnitte in

dieser Weige "ergeben",

folgt z.B. aus der

analytischen Behandlung

der Geometrie der

pro jektiven Ebene, 1)

Mit diesem Aspekt der

Kegelschnitte sind wir fﬁiﬁf

in der QOberstufe kon- ¢ .

frontiert, aber auch g "7*7"7
1 4

bereits in der Untergtufe, wo z.B. dag bekannte Hyperbelschaubild

der indirekten Proportionalitidt y==% auftritt, oder die Graphen

einfacher guadratischer Funktionen y= ax® + bx + ¢ (Parabeln)

besprochen werden).

- = \5°

1) Schreibt man n#mlich p(x,y) =0 in homogenen Koordinaten

(X,7,2) mit x2 %, yﬁ'.zz, 2+0, g0 ergibt sich - wenn man X,y,Z
3
2ls rdumliche Koordinaten auffagt - die Gleichung eines Coppel-~
kegels im Raum mi% 3pitze in (0,0,0). Die Nullstellenmenge von
p(x,y) erscheint dann als 3chnittlinie des Doppelkegels mit der
Lbene z=1, (Prizijer gesagt, handelt es gich um ein rdumliches
Modell der projektiven Ebene, wo "Punktia® als Gerade des Raumes
durch den Nullovunkt srschsinen und umgekahrt, Vgl., Lehrblicher
Uber Lineare Algebra und analytische Geometrin!




- 106 -

1 !
I A
, p + > >
Frzb:yf;
ineir Pm,ﬂ[_ [-.x.3¢= Y= (>-a) + b

t(({tn-u’u ye axdibroce

Fur die "Koordinatenmethode™ der analytischen Geometrie haben
die Kegelschnitte nicht nur eine didaktisch-methodische, sondern
auch eine immens kulturgeschichtliche Bedeutung (siehe §31)., Die
Tragweite und Bedeutung der Koordinaten-Methode und der daraus
resultierenden philosophischen Entwicklung (siehe §3) kann
ndmlich meines Erachtens erst dann "richtig" verstanden werden,
wenn sich diese "Algebraisierung der Gecmetrie™ auch bei nicht-—
linearen Kurven und Gleichungen bewidhrt; und fiir den Mathematik-
unterricht kommen hier eben vor allem die Xegelschnitte in Prage,
(vgl. z.B. [SCH]).

Tatadchlich hat ja René Descartes seine so grundsdtzliche
"Foordinatenmethode" an XKegelschnittproblemen sntwickelt urnd
erstmalig erprobt. ({DE]). In §3 werden wir etwas ausfithrlichar
auf die damit verbundenen allgemeinbildenden Aspekte eingahen,

(1V) Xegelschnitte in der angewandten (oraktiachen) M¥athomatix

Deigpiel: Parabeln in der numerischen Mathematik

Dia Grundidee der numerischen Integration liegt darin, den Graghen
2iner auf einea Intervall [a,b] gegebenen Funktion durch dis
Graphen "einfacherer" Punktionen zu approximiersn, admlich ivrsh
3olche, die sich auf [a,b] "leichter" integrieren laasan,
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Die (auch fiir den Mathematikunterricht einfachsten Verfahren
8ind das Mittelpunktsverfahren (Riemann-Summe mit Stitzstellen
Jeweils in der Mitte der Teilintervalle) und das Trapezverfahren
(stlckweise Approximation von f durch Sehnen des Graphen von f),
Siehe Fig, 4a!

b
Wesentlich bessere Approximationen von [f(x)dx erhilt man, wenn
a

nan den Graphen von f stiickweise durch Parabelstlicke ersetzt,

(Fig. 42 ist z.B, 30 angelegt, daB die ersten belden Parabelatiicke
@it dem Graphen von f (30gar) ilibereinstimmen). Brst Jjungst hat
A.KIBSCH in einer - gerade auch fiir Lehrende - sehr interessanten
Arveit ((RKI1) darauf hingewiesen, wie die Jeweiligen Approximationg-
fenler durch elementarzeometriachs Kenntniese iiber Parabeln

einfach abgeschdtzt werden kinnen, bzw, wie die arwdhnten
ddhermmggverfanren miteinander verglichen werden kdnnen,
dethodisch-didaktisch ercffnen sich fiir den Mathzmatikunterricht
duberat zweckndBige heuristigche Verfahren, die sicherlich ein

»enger2y Yaratidndnis der numerischen Integration bewirken ala
der mehr odar minder unreflektierte "Gabrauch® bekxannter Fahler-
formzla, Ale Beispiel sei etwa dis bereits Archimedes bekannte
Tatgache genannt, da8 - gsiehe Fig. 4b - die Tangenta in 3 (UV= VW)

parallel zur Sehne 0P ist, und da8 die Fliche dag Parabel-
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aegmentes genau zwel Drittel

der Parallelogrammfliche [0PO'P'])
ausmacht. Genauveras findet man

zeB. in [KI]. Dort wird iber-

zeugend dargelegt, dald "es

auch vom Standpunkt der numeri-

schen Mathematlik nutzlich 1ist, F;ﬂ,iL
einige einfache geometrische - SV
Bigenschaften der Parabel

"im Kopf zu haben" - Bigenschaften, die dem Geometer seit
Archimedes wohlbekannt sind und die in Geometrie-freundlicheren
Zeiten wohl auch Schiilern vermittelt wurden., Parabeln sind ja
gozusagen die einfachsten "krummlinigen" Funktionsgraphen...”.

(V) Als hier letztes Beisplel flir das Auftreten von Kegelschnitten
im Unterricht sei auf einige (auch historisch wichtige) Punkte in
den Naturwissenschaften erinnert, z.B. an die Keplerschen Gesetze
(J. KEPLBR 1571-1630), die meines Brachtes durchaus zur soge-
nannten Allgemeinbildung gehoren.

Dem ersten dieser Gesetze zufolge bewegen sich die Planeten auf
Bllipsenbahnen, in deren einem Brennpunkt die Sonne ateht.

Auch andere Himmelsk®rper und Satelliten bewegen sich lings
gewisser Xegelschnittbahnen, und die Wurfparabeln asind allan
Schitlern aus dem Physikunterricht bekannt. (Der "Grund" fir

das Auftratsn von Kasgelschnitten liegt hler in den entsprachondan
(“gaometbrifizierten®) Bewegungsgleichungen der Hewtonschen
MechniXk).

Zusammenfagssung: Dis Thematisierung all dlossr Gagichtapunkta,
vor allsm aber der Querverbindungen 1at meines 3rachtens sowohl
fachlich=-wisgsenschaftlich, wie unter didaktischen Aapaskxtsn fUr
dsn Mathematikunterricht nlcht nur auareichend su rachifartigen,
aondern auch zu fordarn,
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Im folgenden wollen wir den Urspriingen der Kegelschnitte und
der Bedeutung ihrer speziellen Namen ein wenig nachgehen,

§ 2. Historisches iiber Kegelschnitte; Namensgebung

Kegelschnitte wurden bereits in der Antike intensiv studiert
und ihre Theorie zu einer groBen Reife gefiihrt,

Brotmalig treten sie bei MENAICHMOS (um 360 v, Ch.) auf, wng
zwar im Zusammenhang mit dem berithmten Deligchen Problem: Aus
2iner gegebenen Wiirfelkante a soll die Kante x eines Wirfels
mit doppeltem Volumen "exakt" konstruiert werden, wobei nur
Zirkel und Lineal verwendet werden dirfen, Dieses Problem
hatte bei den griechischen Mathematikern eine grose Bedeutung
und wurde vielfach untersucht., Eg war schlieBSlich eine Quelle
auch zahlreicher anderer Entdeckungen und reicht offenbar in
mythische Zeit zurick, wo angeblich der sagenhafte kretische
Kénig Minos ein wirfelformiges Grabmal unter Beibehaltung
seiner Gestalt zu einem doppelt so grogSen ausbauen lagsgen wollte,
Auch der Name "Delisches" Problem weist (u.U.) auf mehr als
blof spielerisch-theoretisches Interesse hin,

Schon HIPPOKRATES VON CHIOS (um 430 v, Ch.) fihrte dieses
Problem auf die Losung der folgenden "fortlaufendsn Proportion*
a:x==x§§==y:2a, deren "mittlere Proportionale" es zu finden

8811:0

2) Diesge Proportion ist ga gleichwertig mit a==12:y und y==232:x,

g8odaB tatsichlich x3==2a und x also die gesuchte Kante igt. Heute
wigsen wir, dag das Problem - wie auch Z.B. das Problem der Kreip-
quadratur konstruktiv nicht mit Zirkel und Lineal gelost werden
¥ann (Galoissche Theorie), Der tlefere Grund llegt darin, daB dag

zU ?2 gendrige Minimalpolynon x3«-2==0 2inen nicht durch 2 teil-
baren Grad hat. Schon in der Antike wurden allerdings ¥iherungg-
13aungen gefunden, bzw., sehr elegante Losungen mittels Z.B,
kinematisch-mechanischen Methoden, Schnitte von Kugeln, Zylindern
und {egeln miteinander u,s.w. (z.B, ARCHYTAS VON TARENT), die
2llerdings nicht ala "exakt" galten und die zu groBeren Dig~
kussionen iiber das Wegen "wahrer" gaometrischer Konstruktionan
fUhrten (PLATOnische Einwidnde),
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%s waren also - anders gesagt - die beiden Gleichungen xzs-ay
und xy==2a2 zu ldsen, wasg

(mit heutigen ¥Worten) auf den

3chnitt einer Parabel und einer \\\\\
Hyperbel fihrte. (Fig. 5) X

Aus diesem Grunde also wurde \\\\\\\
die Frage nach "exakten"

Konstruktionen und Beschrei- Y
bungen solcher Kegelschnitte

P

Fy s

virulent. Im Zuge derartiger o l 2
thberlegungen erkannte dann

MENAICHMOS als erster, da8 die hier involvierten Xurven auch

als ebene Kegelschnitte auftreten.

Die Theorie dieser Kurven scheint sich rasch entwickelt zu haben,
denn schon um 325 v. Ch, schrieb EUKLID bereits ein ganzes Buch
(Rolle) iber Kegelschnitte, das allerdings verloren ging,

Vor allem ARCHIMEDES (287-212 v.Ch.) beschiftigte aich vislfach
mit Kegelschnitten (ohne noch ihre heutigen Namen zu verwendsn),
Bekannt sind seine Xreisberechnungen, Volumsberechnungen »rei
Drehellipsioden, -hyperboloiden und Drehparaboloiden und vor
allem seine Quadratur des Parabelsegmentes, die erste Inhalts-
bestimmung bei krummlinig, aber nicht kreisformig begrenzten
#ldchenstucken. Seine dabei entwickelte "Bxhaustionamethode®

ist ja bekanntlich auch die wesentliche Grumdidee des Riemann-
Integrals,

Das wesentlichste erhaltene antike Werk iber Kegelachnitte, =in

Werk aus 8 Bilchern (Rollen) bestehend, werfadte aber
VEOLIONIUS VON PERGA (262-190 v.Ch,)

, die 3ogenannton
"Xonika stoichea" (stoichea,,.Blements; tonika,,.{2gelschaitta

(von conos,,.Tannenzapfan; (engl.: cona))). Hier findet si
21aa gysteantische Behandlung dar {egelachailtte vnd z2ahls
ihrer riumlichen und planlmetrischen igenschatten {e¢1l,
Jor allam aber prigt APOLLONIUS die heuta gebriuchlichen

Bezaichnungen, worin ein gutes Stilck Mathematik wund Jyatacatik

Zua Auadruck kommt,
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Diese Bezeichnungen fuBen in einer planimetrischen Systematik,
deren Ursprung in den gogenannten "FlHchenanlegungen" liegt,

die ilhrerseits pythagoreischen Uraprungs sind.
"Flichenanlegungen" (d.g. im wesentlichen geometrische Ver-
wandlungen von Rechtecken in flidchengleiche Quadrate) traten
nimlich schon bel BUKLID bel der Ldsung quadratischer Gleichungen
auf, Jo fuhrte schon bel BUKLID die Beschiftigung mit sogenannten
"Hihnlichen Zahlen" auf das Problem der "mittleren Proportionale":
Zwischen zweli gegebane Zahlen (3trecken) a,b ist eine Zahl
(3trecke) x "einzuschieben" mit a:x= xtb.
Diea flihrt ersichtlich auf x2==ab und also - da die Griechen vor
allem "geometrisch arbeiteten" - auf die Verwandlung eines
Rechteckes in ein flichengleiches Quadrat. Allgemein brachten
die Griechen Ja iiblicherweise quadratische Gleichungen auf eine
der Formen x{(x+a) = F, x(x-a)=F oder x(y-x)=F, die sie
dann geometrisch dadurch losen konnten, da8 sie geeignete
Rechtecke in flédchengleiche Quadrate verwandelten und umgekehrt.
(Siehe den Anhang).
Die dabei verwendete (j\
Methode ist der e <N\
Hohensatz, bekanntlich ' _ \
dquivalent zum Satz ! - X \'\
des Pythagoras und der L \i
Satz von Thales (Fig. 6). e ’ ' \
Und eben dies liegt nun QA b
auch dsr XKonstruktion, — 2

f’r}‘ v N = u-b

bzw. der (planimetrischen) —
Definition der Kegelschnitte
zugrunde. Bs handelt sich dabei um eine durchaus auch fur den
Mathematikunterricht interessante Methodel!
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Die Parabel
Baeginnen wir mit der Parabel: Fig. 7 zeigt, wie das Rechteck

(2p;x) mittels Thnleskreis und Hohensatz in ein fldchengleiches
Quadrat (yz) verwandelt wird.

A
) /

- ..'.-?_1 B | y :ZP v

v’: . ) f . r Aiﬂj’jel‘
SR DS U
~ 7

B o . \\\\\\\\\\\\
FuF

Die Bezelchnungen sind dabei so gewidhlt, daB8 der Zusammenhang

zur Parabel deutlich wird. Betrachtet man némlich die eine

Jeite (2p) des Rechteckes als fest, die andere (x) aber variabel,
80 liegen die Punkte P also offenbar genau auf der Parabel
7°=2px. Die Parabel kann also durch diese Eigenschaft definiert
wnd lonstruiert werden, ’

Und 2ben daher kommt auch das Wort "Parabel™: BT«a(fMPoAi]
(aequalitas) bedeutet so viel wie "Anlegung" (des flichanglaichen
Quadrateas (yz) an das gegebesne Rechteck (2p.x). (zarm...2ntlang,
bei; ballein,,,.werfen, legen). Aus einer zanz analogsn Jicht-
weise kann man nun auch Ellipsen und Hyverbeln erkliren, was
nizht nur die geometriache "Verwandtachaft® mit dar faradsl,
gondern auch ihre Bezeichnungen erkldrt (APOLLONIUS ua 2C0 v.Ch.)t
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Dis Bllipse
FUr die Konstruktion bzw, Definition der 3llipse mit den Achsen

a und b fihren wir (um ein mit der Parabel vergleichbares
Verfahren zu erhalten) zunidchst den Begriff des Parameters p
dadurch ein, das b2==a.p sein s0ll (Fig. 8a und 8b; vzl, das
Konstruktionsprinzip der Fldchenanlegung von oben).

Fiq8a: biap
Rcanelw P tvmev !l"“ Fl’, ’ b . Xoﬂ;lmkl"'ﬂn v
(Fevun Irev,y pom te) ’ ﬂl"“l‘ 7"“5"'91"‘

Die Kurvenpunkte der Ellipse entstehen nun (wie bei der Parabel)
wieder durch Verwandlung von Rechtecken (x; Z, ) in flHdchen-
gleiche Quadrate (y2), wobeil O auf der strichlierten Diagonale
des Rechteckgs (2p; 2a) wandert, (Fir x=a ist offenbar

=g =p=2
Zx—za—-p—a )0

-

\/ev‘ M

4¢,
c._,

D




- 314 -

Offsnbar gilt ja hier: y2 =Xe2 = x(Zp-ux) = 2PX - Uy eX

und da aus Ahnlichkeitagrinden ux:xz2p:2:1= p:a gilt, folgt

b

2
2 2 2
y =2px-£x =2px-—3x

Y

Vergleicht nan diese Gleichung mit der entsprechenden Gleichung
der Parabel, so sieht man zwelerlei:

(1) y2 entateht durch Verwandlung des um das Rechteck (x; ux)
verminderten Rechtecks (x; 2p) in ein Quadrat (yz). Nun heiSt

kA elreay "waeglassen" und ZR/\ EL g die "Auslassung”,
"Wegnahme", wovon nach APOLLONIUS dis Bezeichnung "Bllipsge"

kommt

(2) uberzeugt man sich - aus heutiger Sicht - leicht, das8 die
Punkte tatsdchlich auf einer Ellipse liegen (und da8 - umgekehrt -
die Bllipse geometrisch so erzeugt werden kann): Gilt doch
offenbar azyz +b%(x=a)?=2a%?
Bllipse eben in kartesischen Koordinaten mit Ursprung im linken
Scheitelpunkt darstellt.

Bemerkungt: Umgekehrt kann man von der (kartesischen) Gleichung
ausgehend die hier in Rede stehende Bigenschaft der Rllipsen
"beweisen"., Dabei sind ersichtlich keine die Schulmathematik
Uberschreitenden Kenntnisse notig.

y welche Gleichung unsers
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Die Hyperbel

Analoges gilt fir die Hyperbel (Fig. 9). Wiedsr vergleichen wir
mit der Parabel und sehen, daB8 nun das Quadrat (y2) durch Ver-
wandlung des um das Rechteck (u ;x) vermehrten Rechteckes (x;2p)
entsteht. Y"P{’.HMI(V heidt nber nun wortlich "darUber hinaus-—
werfen", "Ubertreffen”, und UrepfoAd der "Uberschus", die
"Vermehrung", wovon APOLLONIUS dle Bezeichnung "Hyperbel"
ableitet.

e

\
.“&f;f.r

19

Jetzt man wieder mit den Griechen p:s%:- ("Parameter" der Hyperbel),
deohat b2=p a, 8o erhdlt man ganz analog zu oben:

y2=x(2p+ux) und wegen u_tx =p:a

2 2px 4 Px = 2px 4 22

y 2px+ax 2px+82x,

woraus auch die wieder in kartesischen Koordinaten geschriebene
Gleichung a2y2 02 (x- a)? = ap? folgt.,

Merke: Bei Ellipse und Hyperbel ist der "Parameter" p die Linge
dPrJenigen Strecke, welche mit der Strecke a (1. Hauptachsenlinge)
ein zu b2 (2. Hnuptachse) fllchengleiches Rechteck formt! Beim
Krela ist somit p=r).




- 116 -

Wir haben hier einen auf APOLLONIUS zuriickgehenden Gesichtapunkt,
der eine 2inheitliche Behandlung (Xonstruktion, Definition) der
Kegelachnitte erlaubt, der fermer neue Zinsichten in deren
"Verwandtachaft" und der schlieflich die Begriindung ihrer Jazen
gewdhrt,

Bine moderne Fform dessen erkennt man in den sogenannten

"gemeinsamen 3cheitelgleichungen™ der Kegelachnitte:
y2==2px-+e2-1)x2, wobel p der "Parameter™ und ¢ die sog.
"numerische Exzentrizitdt™ ist, das ist das (bei den einzelnen
Kegelaschnitten konstante(!)) Verhiltnis der Distanzen eines
Punktes P vom Brennpunkt bzw. von der entsprechenden Leitlinie
des Kegelschnittes (Fig. 10; vgl. §1/1I).

>¥

' L
6;40} Iy, 9 sui-'-’;—; ly, s :l==;j;%—
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§ 3, 3ine Bemerkung liber Koordinaten und Koordinatensyastene,
Ursprung und kulturhistoriasche Auswirkungen

4ir haben oben — wia im Mathematikunterrich$ tblich -~ aehrfach
"kartealsche Xoordinaten" zur Beschreibung von Kegelschnitten
verwendet, dle Grundlage der auf P. FERMAT (1601-1655) und

R. DESCARTES (1596-1650) zurlckgehenden "analytischen Geometrie",
Die Xoordinatisierung von Punkten mit Hilfe eines "kartesischen
Zoordinatensystems" erlaubt einerseits die Ubersetzung
geometrischer Aufgaben in das Rechnen mit Gleichungsn, anderer-
seits dis geometrische Veranschaulichung von 3leichungen und
Munktionen (ein Begriff iibrigens, der ohne Koordinatenayatem

in dieser Form wohl kxaum entstanden wire)., Diase flr die
Mathematik so liberaus bedeutsame "Koordinatenmethode" ist also
im 17. Jahrhundert entstanden und ist alsobald in hohe Blute
gekommen, und dies Ubrigens historiach erstmalig bei und fur
Probleme mit Kegelachnitten (siehe unten).

Gleichwohl geht die "Uridee" der Verwendung von Koordinaten -
w#enn auch nicht das Koordinatensystem selbat - ebenfalls auf
die Antike zuriick, wo sie iibrigens auch vor allem bei der
Beachidftigung mit Kegelschnitten zum Tragen kommt.

APOLLONIUS - und vorher ARCHIMEDES - haben nimlich gewisse
"ZahlgroBen" (Koordinaten) beniitzt, um die Lage von Punkten auf
Kegelschnitten zu beschreiben, die sich allerdings nicht auf
9in Xoordinatensystem Descartes'scher Prigung beziehen. Durch
VYarilesren diegser "Koordinaten" ergeben sich dann aber doch

auch Gleichungen, scg. "Symptoms” dieser Kegelschnitte. Die
folgenden Skizzen Fig. 11a~d) gehen auf APOLLONIUS zurlick und
stehen in sngem Zusammenhang mit den in § 2 arliuterten
Charakterisisrungen von Xegelachnitten. Als "Xoordinaten" treten
dabsi dias 8treckenlingen x, x, und y auf, (@3>0, in der Antike
kannte man Xeine negativen Zahlen!):
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Kreis Bllipse Hyperbel
t /P
1 3
> 5 \‘ : : L é y
a_H < B
P Ly » =
N
' N
'
"'-'—ntﬂ £
2, ~ 20 — 2‘ p
y<=xx, (Hohensatz) yoixx, = o(konst, a$ 1) yoixx, = a(at 1)
y©ixxy =1
In kartesischen (Mittelpunkts)koordinaten x und y geschrisben:
2 =y = 2_ 12 2 = =
y< = (r+x) (r-x) Wegen y© = =xx, ist y“=a(x+a)(x~a) mit
x
2
§2+y2 = r? o= P—-=§ und somit v%x2 - a2y2 = a%?
a
2
yz = %( a+x) (a-x)
a
32y2+b2§2 = a%p2

Fiir die Parabel gilt
schlieBlich das gleiche
"Symptom" (Gleichung):

y2:n1 =Q

\

--v—qr-—-w-v

AN

¢

wobei nun allerdings
Xy = B fest ist,.
Mit anderen Worten:

2

y<=(ap)x.(Mit P=1 und Fig 444
2

6=2p gilt wieder: y“ = 2px).

-— ey
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{lher die "Auswirkunzen" der Xoordinatenmethode:

Wann also die Verwendung von Koordinaten zur Lagebeschreibung
7on Punkten in gewisser Weise tatsfdchlich auf die Antike
zuriickgehen, so gelangen 3ie als solche allerdings erst im

17. Jahrhundert zu wesentlicher Bedeutung, als sie - wie gesagt -
René DESCARTES nach "Vorarbeiten" von VIETA und FERMAT fiir seine
"Algzebraigierung der Geometrie" systematisch einsetzt,

Durch dis "Identifizierung" von Punkten P der Ebene mit Zahlen-
paarsn (x/y) lbersetzt er geometrische Probleme und Begriffe
(Kurven, Gerade, etc.) in arithmetische (Gleichungen, regelhaft-
kalkillmdBiger "Umgang" mit reellen Zahlen). DESCARTES erhebt
diese Idee schlieBlich zur generellen Methode, wodurch die
Geometrie, die alte "Konigin" der Mathematik, dem kalkilhaft-
algebraischen Rechnen untergeordnet wird., In seiner "Geometrie",
[DE] schreidbt er:

"Alle Probleme der Geometrie konnen leicht auf einen solchen

Ausdruck gebracht werden, da8 es nachher nur der Kenntnis der
Linge gewisser gerader Linien (i.e. Koordinaten (Bem.v. Verfasser
dieses)) bedarf, um diese Probleme zu ldsen,"

In Anlehnung und Generalisierung dieser "Analytisierung" der
Geometrie erfolgt nun - und das muB8 bhetont werden - die Ent-
wicklung der Philosophie R. DESCARTES' (und spdter CH. WOLFF3
U.a.) zu dem, was letztlich unter dem Begriff "Rationalismus®

aubsumnmiert wird.
Binmal mehr ist die Ubertragung und Verallgemeinerung einer
pathzmatigchen Idee eine Leitlinie fir die Zntstehung um-

fassender philosophiacher Systeme, Vzl, z.3. auch PLATO,

A, BACON, ¥, CU3ANUS, 3. PASCAL, B, 3PINOZA, I[. KANT, B. BULZANO,

L, YITTGENSTEIN, um n2bsn DESCARTEI nur einige 2zu nennen, wo
athematik als Paradigma, ja als Prop#deutik shilosophischer

Begrifrsbildungen und Systeme auftritt).

Die bei DEZCARTES typische Unterwerfung dz2r zeometrischen An-
sehaulichkelt unter den "Supremat" des analytisch-rechneriasch
argumenul»rﬁndwnﬁa;kuLas,wo (vorgeblich) absolute Gewilheilt
durch die {analytische) Hethode herrscht, entspricht achlieBlich
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allgemeiner die Uberwindung aller “blo8" sinnlich-anschaulichen
Bilder und Vorstellungen unter logisch folgerichtiges kalkil-
haftes Denken nach festen Regeln. Dadurch ergibt aich der
Primat der Methode, die auf der 3elbstzewiBheit des Denkens
aufbaut (“"cogito, ergo sum"),

30 wie sich die Vielfalt der Geometrie der analytischen Methode
unterordnet und dort ihren Platz findet, 80ll schliefllich a2lles
Wissen in der Einheit der Methode einer einzigen Wissenschaft,

der "mathesis universalis" fundiert werden.

Aus der analytischen Geometrie ist ja wohl auch die Fréferenz
antgtanden, die "rechnerisch" kalkiilhaft algebraisierten

Bewelsen oft vor anschaulich intuitiven Argumenten zugestanden wird
(und die achlieBlich im mathematischen Formalismus dieses Jahr-
hunderts "gipfelt"). In der Mathematik wird Ja letztlich bis

heute diskutiert, was der anschauliche Leitfaden %gr GewiSheit

Die "Unterdrickung" der anschaulich sinnlichen Grundlage des

ist, und ob ein solcher iberhaupt notwendig sei.

Denkens (im allgemeinen) ist dann ja auch eines der wesentlichen
Kennzeichen der Rationalismus, der in gewisser Form treotz
mannigfaltiger Kritik (z.B., bei ADORNO u.,a., aber auch speziell
bei der Populdrphilosophie der letzten beiden Jahrzehnte) bis
heute wirkt. (Gegenbewegungen: Wissenschaftsfeindlichkeit,

"Nes Age" u.a.m.)

Hier ist nun nicht der Platz iliber Wechselwirkungen zwischen
Mathematik und Philosophie weiter zu diskutieren, schlieSen

wir aber unsere Gedankenkette durch den Hinweis, daB in der
Beschiftigung mit der Geometrie der EKegelschnitte (jedenfalls

auch) eine der historischen Wurzeln derartiger Entwicklungen
liegt. Ist es doch Tatsache, daB DESCARTES seine aralytische
Geometrie und analytische Methode an klassischen Xegelschnitt-

problemen (FAPFPUS'sche Sdtze und Probleme von PAFPUS wmd
APPOLONIUS entwickelt und (erstmnlig) erprobt hat., ([DR],{JA),u.a.)}.

L. WITTGENSTEIN sagt z.B.: "Die Frage, welche Rolle die Anachauumg
filr die Mathematik spielt, muB so beantwortet werden, 428 hier
eben die Sprache die notwendige Anschauung liefert,” (aus dem
Ged,zit., - Verf. dieses),
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Da8 sich nun im heutigen Unterricht die analytische Geometrie
7or allem "vektoriell" und an linearen Problemen darstellt,
mag methodisch-didaktische Grinde haben; ohne die Erwdhnung
der vorstehenden Aspekte der nicht-linearen- und der Koordi-
natengeometrie ldge aber eine (meines Erachtens traurige)
Reduktion vor!

AbschlieBend sei eine Passage aus dem HAK-Buch [BGKR] zitiert,
mit der ich meinte, das mir hier zu § 3 Wesentliche schiller-
gerecht und in aller Kiirze zu vermitteln.

5. Koordinatengeometrie

Einleitung

Grandidee der Koordinatengeomelrie ist ex. Punkten der Fhene (bzw. des Raumes) mit Hilfe eines Koordine-
tensystems Pasre (¥/1) reefler Zahlen suznardnen und umgekehrt. Gerade und krumme Linlen (2 B. Kreice,
Hyperbeln, Elfipeen. Parabein) bestchen aus Mengen von Punkten (t/r), die in einer jeweils ganz bestimmten
Rezichung rieinander tiehen, deren rechnerischer Ausdriek eine Clelching in den Varinhlen v und v ist. Solcherant
k&nnen geametriche Probleme arithmetisch (d. h. rechneriseh mit Hilfe von Zahlen und Gleichungen) hehandelt
tnd gelBat werden. Die Sprache der Geometrie wird gheichsam in die Sprache der Arithmetik und Algebm

Tsersetrt (und umgekcehrt).

Pierre de Fermat René Descattes

Diese ldee (sowie der systematische Gebranch eines K nnrdinatensystems) geht aul Plerre de Fermnt (1601 - 1665)
rarfck, vor allem aher anf René Descartes (15896 - 1650), der diese Art, Geometrie ru belreiten, auch gleich v
siver sreten. grofien Ferfektion brackte (Diese Frlindung und Fatwicklung ist eine der grofen mathematischen

Leistungen der Barockreit))

Die auf den ersten Mlick <o _harmioce” Mcthde der Koordinntengenmetrie ardnete tazusagen die Genmetrle
der Algehes und der Arithmetlk mnter: Geometric war plétztich nicht mehr — wie seit den antiken Griechen —
cine telbmtindige . Kanigin'' der Matheruatik <ondern eine untergentdnete Anwendung der Arithmetik und
Algehra Dac Inpiech regrihafte Umpchen mit 7Zahlen, den Nechenaperationen wnd mit Gleichungen war num
primir, die Geometrie - wnd «piter alles andere anch! - - war Aawendung det logicchen und rationalen Denkens:
Unser his hente adrkeames rationales Denben war peharen. cinem rationalen ‘Welthild der Natur (und «piter
dee Menwchen selbat) waren die Tore peaftnet Kalkiithafi rationale Anwendung der Mathematik auf Technik.
Natnr und Wirtcehaft waren die Falpe und wirken his hente René Desenrtes, der anch Philosoph war, gilt 2k
Begrlinder dee togenannten  Railonalismus’’ (Lcopitn. crgo ™ = ich denke. altn bin ich).

8o wird in der Perean René Descartee und in <rinem wiesenschaftlichen Werk dentlich, welche Wechseivnirkmgen
rwitchen Mathematik, Philasophie und allgemeinem Welthild becteben So wie hier die analvtische Geometrie
Leistlich 70 gan7 neven und visHeicht snpar revolntinndren’ Anderungen dee allgemeinen Denkens und Weh.
bildee gelMhrt hat_ wiedethnlen dch fhaliche Rezichungen und Aucwirknngen der Mnthemati¥ in der Kuoltor.
grwchichte vielfacht Die Mathematik i<t ein pany hedentender Teil uneerer Kultvr- and Gridtesgeschichte! (D

- . v o - . t9.an

T
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Anhang

Losung quadratischer Gleichungen in der Antike durch Flidchen-
verwandlungen (Rechtecksanlegungen):

Die Losung quadratischer Gleichungen vom Typ

(1) x(a-x)=F

(2) x(x=a)=F

(3) x(x+a) =F

kann bel gegebenem a und F mittels Fldchenverwandlungen von
Rechtecken ("Rechtecksanlegungen") erfolgen., Wie meist in der
Antike wurde dabei "algebraisch" gedacht, aber geometrisch

argunentiert:

In Fall (1) lautet das Problem ja wie folgt: gegeben ist das
Produkt uev=F zweier Zahlen (Strecken) und die Summe uwtv=a,
Konstruier u=x und v=a-x!).

Lds :

1o Schritt: Konstruiere ein Rechteck mit den Seiten 1 und P und
verwandle es in ein flidchengleiches Quadrat (mit der Seite z),
(Beigpiel: F=uev=4,8; a=utv=5,2)

629-47: Fza-v ep®

2+ Schritt: Konstruktion des Rechteckes mit den Seiten u und v:
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Ausgehend vom Quadrat (z2) und der Jtrecke mit der Linge ut+vma
konstruieren wir ein flHchengleiches Rechteck mit den gesuchten
Seiten u und v mit Hilfe des Punktes Q so, wie Fig. 12 es

zelgt -~ und das bringt die Losungl

Die anderen beiden Fille (zu konstruieren ist nun u und v aus
der Differens a= u-v (bzw., v-u) und dem Produkt F=u*v) ver-
laufen analog.

Derartige Konstruktionen finden sich bereits in EUKLIDs
"Blementen" (um 325 v. Ch.); siehe z.B. [vW].
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